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Аннотация 

Проблема принятия коллективного решения группой экспертов является одной из важнейших в 

системном анализе информационных процессов. Для ее решения необходимо оценить качество 

коллективного решения (точность, достоверность, надежность, количество экспертов и их 

характеристики). В статье рассматриваются вопросы надежности и достоверности оценок, 

выставляемых группой экспертов. Определена оценка оптимального количества экспертов в 

зависимости от точности и надежности оценки. Показан новый подход к определению числовых 

характеристик ошибок оценивания. Разработан метод вычисления относительной ошибки оценивания 

фактора, рассмотрен вопрос качества оценки нескольких факторов. Для реализации методов 

определения оптимальной численности экспертов разработаны детальные алгоритмы. Полученные 

результаты могут использоваться для решения задач планирования деятельности, прогнозирования 

результатов, выбора перспективных технологий и т. д. 
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Abstract 

The problem of making decisions by a group of experts is one of the most important in the system analysis of 

information processes. To solve it, it is necessary to assess the quality of the collective decision (accuracy, 

reliability, reliability, the number of experts and their characteristics). The article deals with the issues of 

reliability and reliability of estimates made by a group of experts. The estimation of the optimal number of 

experts is determined depending on the accuracy and reliability of the assessment. A new approach to 

determining the numerical characteristics of estimation errors is shown. A method for calculating the relative 

error of a factor assessment has been developed, the issue of the quality of evaluating several factors has been 

considered. Detailed algorithms have been developed to implement methods for determining the optimal 

number of experts. The results obtained can be used to solve tasks of activity planning, results forecasting, 

selection of promising technologies, etc. 

Keywords: expert, factor, sample,  relative error of estimation, spread, distribution density, confidence 

interval. 
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Введение 

Возрастающий уровень сложности, неопределенности и ответственности принимаемых 

решений во многих предметных областях вызывает необходимость использования 

коллективного мнения экспертов. Вопросам экспертных оценок уделяется большое внимание 

в научных исследованиях. Так, в статье [Михалева, Подвесовский, 2019] рассмотрена 

технология групповой экспертизы в распределенной среде, в работах [Крянев, Семенов, 2013; 

Рупосов, 2015; Слепцова, 2015] изложены вопросы определения числа экспертов для 

надежного обоснования принятия решения. В статье [Халафян и др., 2016] предложен 

альтернативный суммированию баллов метод оценки результатов экспертных оценок. 

Технология организации экспертного опроса, основные этапы проведения экспертизы и 

методы их реализации показаны в работе [Кошевой и др., 2012]. В статьях [Yang et. al., 2000; 

Халикова, Рыжкова, 2016] предлагается использовать для экспертной оценки метод 

моделирования. Вопросы применения коллективных экспертных оценок в системах 

поддержки принятия решений рассмотрены в работах [Turban, Aronson, 2000; Cojocariu et. al., 

2005; Velychko et. al., 2014; Данелян, 2015; Kirichek, Morozova, 2018]. Оригинальным является 

подход, использующий для расчета коэффициента значимости экспертного оценивания 

алгебраические методы теории постановок [Попов и др., 2016]. Как отмечается в 

фундаментальном исследовании современной теории экспертных оценок [Орлов, 2011], в этой 

области есть еще много неисследованных вопросов. 

Целью работы является определение характеристик коллективного решения экспертов. 

Для реализации поставленной цели решены следующие задачи: 

1) определены числовые характеристики ошибок оценивания; 

2) показано вычисление относительной ошибки оценивания; 

3) разработан метод определения точности оценки нескольких факторов. 

 

Числовые характеристики ошибок оценивания 

 

Предположим, что n независимых экспертов оценивают некоторый фактор В. Пусть 

 niixi ,  – оценка i-го эксперта, 



n

i

ix
n

x
1

1
– средняя оценка. Все возможные оценки фактора 

В образуют генеральную совокупность некоторой случайной величины Х, которая 

представлена выборкой  nixi ,1|   и средней выборочной 



n

i

ix
n

x
1

1
. 

До проведения эксперимента элементы выборки являются случайными величинами 

 Будем рассматривать случай, когда 1 2, ,..., nX X X  попарно независимые 

случайные величины, имеющие один и тот же закон распределения. Пусть x – произвольное 

значение случайной величины Х, xx   представляют собой ошибки оценивания. Пусть xm  и 

x  – соответственно математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение 

случайной величины Х. Величина x  является случайной, т. к. определяется выборкой. 

Допустим, что Х имеет нормальное распределение. При этом будем считать, что интервал 

 min max,x x  (здесь minx
 

и maxx  – соответственно минимальное и максимальное значение 

случайной величины X) совпадает с интервалом  2 24 3 , 4 3 ,x xx S x S      где   – точность 

1 2, ,..., nX X X
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оценки  для xm  и оценки  
2

2

1

1

1

n

x i

i

S x x
n 

 

  для x . Если первый интервал меньше 

второго, то растягиваем его в соответствующее число раз, переходя к новым 
 
и . 

Случайная величина  также имеет нормальное распределение (как сумма нормально 

распределенных величин), причем    
n

xDmxM x

x

2

,


 .  

В работе [Вентцель, 2018] рассмотрен приближенный метод построения 

доверительного интервала для дисперсии 
2

x , когда число наблюдений 30n  . Это интервал 

   2 2 2 22 2
, ,

1 1
x x x xS t S S t S

n n
    

 
         

 где  – точность оценки, t  – аргумент 

функции Лапласа для доверительной вероятности β. Отсюда находим 

 
2

2 2

2

2
1.

xt S
n

 




                                                              (1) 

В [Михин, 2016] рассмотрен метод построения доверительного интервала для 

дисперсии когда 30n  . Доверительный интервал имеет вид: 

 

 

 

 

2 21 1
, .

1 2( 1) 1 2( 1)

x xn S n S

n t n n t n 

  
 
       

 

Тогда 

 

 

2 2

2 2

2 22

2 1 2( 1) 2 2( 1)
.

1 21 2 ( 1)

x x

x x

n S t n S t n
S

n tn t n

 



 
  

   
   

 

Отсюда 
2 4

2 4

2

8
4 0,52 1

xt S
n t t



 


    .                                                  (2) 

Пусть, например, 
20,01 xS  . Для 0,9   имеем 2 2,72t   и если N1 – число опытов 

согласно первому методу, N2 – согласно второму, то 2 1

1
4,03

4
N N  . Следовательно, для этих 

данных предпочтительнее первый метод. При 0,95   и 2 3,84t   результат будет почти 

такой же, как и в первом случае, т. е. для этих данных предпочтительнее первый метод. Будем 

использовать первый метод. 

Приведем алгоритм нахождения n, когда xS  не задано, и происходит итерационный 

процесс определения такого значения xS , чтобы выполнялось неравенство (1). 

Шаги алгоритма (назовем его Алгоритм 1). 

1. Дано: α=1-β, ε, 0n , maxn  – максимально возможное в данной ситуации число экспертов.  

2. Находим правую часть неравенства (1), когда  
2

2

1

1

1

n

x i

i

S x x
n 

 

  и 




n

i

ix
n

x
1

1
. Для 

этого рассматриваются оценки 0n  независимых экспертов. 

x

minx maxx

x


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3. Если полученная на шаге 2 правая часть (1) будет не меньше n0 и не больше maxn , то 

получаем оценку для числа экспертов n, удовлетворяющую неравенству: 0 maxn n n  . 

Переход на Конец. 

4. Если правая часть (1) меньше, чем 0n , то полагаем 0 0 1n n  . Если при этом 0 maxn n , 

то переходим на шаг 2. 
5. В противном случае надо уменьшать значения α и ε. 

Рассмотрим нормально распределенную случайную величину Y X x  . При 

вычитании случайных величин вычитаются их математические ожидания. Поэтому   0m Y  . 

Найдем  
 

 

1

,

1

1
, если ,..., ,

2

, если ,..., .

x n

X x

x n

n
D x x x

D X x D X D x K n

D x x x




           
 

 

Тогда 

   

 
   

 

 

2

2

2

2

2 1

1

2( 2)

1

, если ,...,
2 1

, если ,...,
2 2

x

x

x x n

n

n

x

x x n

n

n

x

n
e x x x

n
f y f x x

n
e x x x

n





 

 

 




 








  

   

 
  

.                    (3) 

Заметим, что 2n n  , 1 nn  с точностью 3,3 % при 40n   

Формула (3) при 0 40n n   преобразуется в формулу 

   
 

2

2

2

11
2

1
xS

xx

x

e
S

xxfyf








,                                           (4) 

поскольку при этих значениях n  с вероятностью 1  с точностью   
22

xx S . 

Одна из важных задач заключается в определении доли (процента)   возможных 

ошибок оценивания, заключенных в промежутке  bb, . Для этого, с учетом (4) при 0nn  , 

можно использовать формулу  

  










xS

b
ФbYbP .                                                (5) 

Отсюда при заданных b  и   определяется соответствующая Sx, и выносятся 

рекомендации по экспертизе. При известных b  и Sx находится доля  , при заданных Sx и   

находится граница b .  
 

Относительная ошибка оценивания 
 

При оценке ошибок экспертов важная роль отводится относительной ошибке 

оценивания, которую можно определить либо как 
x

xx 
 , либо через 

x

xx 
1  (случай 

x

xx 
 симметричен 1 ).  
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Пусть 
x

xx 
  – относительная ошибка. Если 1



x

xx
, то оценка x  не согласована 

с x , если 1


x

xx
,  то х  согласована с х  и тем лучше, чем меньше относительная ошибка.  

Если   составляет не более 3 %, то оценка x имеет повышенную точность, если  

  находится в границах 3 % – 10 %, то это обычная точность, при значениях   от 10 % до 

20 % имеем приближенную оценку [Ганичева, 2017]. 

Рассмотрим в качестве относительной ошибки 
х

хx 
1 . Это значение случайной 

величины ∆1, представленной отношением величин хXY   и 



n

i

iх
n

х
1

1
, которые имеют 

нормальное распределение, причем   0YM ,   ,xmхM  при 0nn   с вероятностью 1  и 

с точностью 
2

.xS
D х

n n


      

Неизвестное значение xm  можно заменить точечной оценкой x , удовлетворяющей 

условию: 

, 1 , 1
x x

n x n

S S
x t m x t

n n
      ,                                                   (6) 

где 1, nt  – аргумент функции Стьюдента  kt,  такой, что  , 1, 1 1nt n        и 
 

0

2 2

, 1

1 0 2
max ,

x nS t
n n n






  

   
  

.                                                       (7) 

Произведем разложение функции 1

1
Y

x
  в ряд Тейлора в окрестности точки xm , 

ограничиваясь тремя слагаемыми: 

 
 

 
 

2

1 2 3

1 1 1
х х

х х х

Y х m х m
m m m

       .                                        (8) 

Погрешность такого представления равна остаточному члену )(2 хR  ряда Тейлора, 

причем  
3

2 4

1
( )

2 х
R х х m


  ,   заключено между х  и xm . Из (6) вытекает, что при 1n n  х  

отличается от xm  не более, чем на ε, с вероятностью 1   . Поэтому )(2 хR  будет 

сравнительно небольшим. Пусть 
x

е m , если 
x

m  , 
x

е m   , если 
x

m  . 

Из формулы (8) с точностью   3 3 3 4

2 4 4

1 1 1
/

2 2
M R x M M e  

 

                
 найдем  

 
1 3

1 1
y x

x x

m D
m m

    .                                                         (9) 

По определению, 1 1Y Y   , или 1 1y y   . 

Разлагая функцию 1  в ряд Тейлора в окрестности точки (
1

, )y ym m  получим: 

   
1 1 11 1y y y y y ym m m y m m y m         . 
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Данное представление δ1 является точным, т. к. все частные производные высших 

порядков равны нулю. 

Поскольку 0ym , с учетом (9) находим 

 
11 3

1 1
y x

x x

m y D y
m m


 
     
 
 

.                                             (10) 

Отсюда следует, что 1  имеет нормальное распределение, причем 

 
0

11
31















 yx

xx

mD
mm

m ,                                                (11) 

   
1

2 2

2

3 3

1 1 1 1
y xx x

x xx x

D D D D S
m mm m



   
          
   
   

.                                (12) 

Равенство (12) получено с учетом (9) и выполняется с точностью 
 

















2

3

11
x

xx

D
mm

 

при 1n n . 

Значение xm  оценивается по указанному выше способу.  

С учетом того, что 21
xx

S
n

D   с точностью до 
n


, из (10) по правилу отыскания 

плотности распределения монотонной функции находим  

 
 

2
1

2 22

2 1

1

2

xS с

x

f e
S с









 

,                                                       (13) 

где  

 

2

3

1 1 x

x x

S
c

m nm
   .                                                            (14) 

Тогда  

  













cS

d
ФddP

x

1 .                                                    (15) 

Итак, формулы (10)–(13), (15) дают достаточно точное значение, соответственно, 

относительной ошибки оценивания, её среднего значения, разброса, плотности распределения 

и вероятности попадания на участок  dd, .  

Приведем алгоритм решения данных задач. 

1. Сначала применяется Алгоритм 1. Если заканчивается переходом на Конец, то 

переход на шаг 2. 

2. Вычисляется n1 по формуле (7) для числа шагов n0, полученного при завершении 

Алгоритма 1. 

3. Если n1 не меньше, чем n0, то 1n n . Переход на 4. 

В противном случае полагаем 1 1 1n n   и переходим на шаг 2 Алгоритма 1. 

4. Расчет разброса относительной ошибки оценивания. 

4.1. Сначала вычисляем «c» по формуле (14). 

4.2. Используем правую часть (14) для 1n n . 
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5. Расчет вероятности попадания относительной ошибки в интервал  dd, , где d  – 

задано. 

5.1. Вычисляется «c» по формуле (14). 

5.2. Вычисляется значение функции Лапласа в точке 
x

d

S c
. 

Точность оценки m факторов 
 

Рассмотрена точность оценки применительно к одному фактору. В случае  m факторов 

B1, B2, …, Bm вместо x  будет рассматриваться вектор ( ),,, 21 mxxx  . Рассматривается вектор 

оценок  nXXXX ,,, 21   и вектор оценок ошибок  mYYYY ,,, 21   нормально 

распределенных случайных величин mYYY ,,, 21  , где , 1, ,j j j ijY X х j m х    – оценка j-го 

фактора i-ым экспертом, 



m

i

ijj х
m

х
1

1
. Вероятность β определяется как вероятность 

выполнения совместных условий:  mibYb iii ,1 .  

Точность целесообразно вычислять для каждой координаты. 

Будем считать координаты вектора Y  независимыми нормально распределенными 

величинами. Тогда распределение вектора Y  запишется в виде: 

 
 

 




 






m

j j

jj

j

xS

xx

x

m

j

n

e

S

Yf 1
2

2

2

1

2/
2

1



,                                            (16) 

здесь 2 2

i ix xS   с точностью до   и число экспертов 1n n . Вероятность того, что будут 

выполнятся совместные условия ,0,,0 11 mm bYbY    запишется в виде: 

     
j

j

1 1 1 2 2 2
1

x

b

S

m

m m m
j

P b Y b b Y b b Y b Ф 


 
            
 
 

.               (17) 

Формула (17) дает возможность при заданных , jb  корректировать значение 

),1( mjS
jx  . Например, если 0,9, 30, 0,1jm b     для всех mi ,1  и все 

jxS  равны 

между собой, то 

1

30

0,1
0,9

x

Ф
S

  
   

    

. Отсюда 5
1,0

1


xS

 и 02,0
5

1,0
1

xS , т. е. 

  02,0
29

1
230

1


i

jij xх  для любого 30,1j . 

Заключение 
 

Разработка надежных и качественных методов коллективных решений является 

актуальным направлением современных исследований. Разработанный метод определения 

характеристик коллективного решения экспертов позволяет: 

1) рассчитывать числовые характеристики ошибок оценивания (среднее значение и 

дисперсию); 

2) вычислять относительную ошибку оценивания и определять ее характеристики; 

3) определять точность оценки нескольких факторов (параметры вектора оценок и 

вектора ошибок). 
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Перспективными направлениями применения групповых экспертных оценок являются, 

прежде всего, инженерный бизнес, менеджмент, экономика, социология, экология, 

планирование производства продукции, прогнозирование, нормирование труда, научные и 

технические исследования и т. д. [Орлов, 2011]. Дальнейшие направления исследований 

связаны c объектами нечисловой природы, учетом неопределенности [Chakraborty, 2001] и 

нечеткости [Yu, Park, 2000] экспертных заключений. 
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