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Аннотация. Изучаются двухчастотные квазипериодические колебания в импульсной системе 

управления энергообеспечением нагревательной установки для выращивания кристаллов сапфира, 

поведение которой описывается неавтономными дифференциальными уравнениями с разрывной 

правой частью. Такая модель сводится к двумерному негладкому непрерывному отображению. 

Через бифуркацию Неймарка-Сакера происходит переход от периодических колебаний к 

квазипериодическим. В фазовом пространстве отображения квазипериодическим колебаниям 

соответствует замкнутая инвариантная кривая. Выполнен анализ особенностей возникновения 

резонансной динамики. Области резонансной динамики в пространстве параметров образуют, так 

называемые языки Арнольда. В негладких системах языки Арнольда имеют специфическую 

структуру, отличную от структуры резонансных языков гладких систем. Известно, что 

притягивающая замкнутая инвариантная кривая существует внутри каждого резонансного языка. 

На этой кривой имеется четное число периодических орбит, половина из которых устойчивые, 

а половина – седловые, а сама инвариантная кривая образована неустойчивыми многообразиями 

седловых циклов. Показано, что на замкнутой инвариантной кривой возникают резонансы через 

гомоклиническую бифуркацию, когда число вращения Пуанкаре становится рациональным. 
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Abstract. In this paper we study the nonlinear phenomena that can be observed in an energy supply pulse 

modulated control system of a heating unit. The behavior of such а system is described by 

nonautonomous differential equations with discontinuous right-hand sides. We reduce the investigation of 

this system to the studying of a two-dimensional non-smooth map. We demonstrate how a quasiperiodic 

dynamics can arise from a stable periodic motion through a Neimark-Sacker bifurcation. The paper also 

discusses the specific features of the transition from phase-locked dynamics to quasiperiodicity. The 

regions of phase-locked dynamics dynamics in the parameter space form the so-called Arnold tongues. 

For piecewise smooth systems, Arnold tongues have a specific sausage-like structure. Within each 

resonance tongue there is an attracting closed invariant curve. This closed curve includes two cycles, a 

saddle and a stable, and is formed by the saddle-node connection composed of the unstable manifolds of 

the saddle cycle. We show that transition from a quasiperiodic to the resonance dynamics may occur in a 

homoclinic bifurcation. Our numerical analysis shows that firstly a pair periodic orbits (stable) appears in 

a saddle-node bifurcation. Near the saddle-node bifurcation point we observe the coexistence of the stable 

cycle and the stable closed invariant curve with a quasiperiodic dynamics. The unstable manifolds of the 

saddle cycle separate the basins of attraction of the coexisting motions. As the parameters change the 

manifolds of the saddle cycle become tangent to each other, and this leads to the formation of a 

nontransversal homoclinic orbit. With the further change of parameters the stable and unstable manifolds 

of the saddle cycle intersect transversally to form the homoclinic structure. Finally, after the second 

homoclinic bifurcation a stable resonant closed curve appears, which is formed by the unstable manifolds 

of the saddle cycle. 
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Введение 

Многие задачи физики, математики, биологии, экономики приводят к конечномер-

ным динамическим системам, которые демонстрируют двухчастотные колебания. Двухча-

стотным колебаниям в фазовом пространстве динамической системы соответствует дву-

мерный инвариантный тор, а замкнутая инвариантная кривая – в отображении [Gucken-

heimer, Holmes, 2002; Kuznetsov, 2004; Mira et al., 1996; Iooss, Joseph, 1989]. 

В зависимости от числа вращения Пуанкаре, движение на торе (или замкнутой кри-

вой) может быть квазипериодическим, если оно иррационально и периодическим, если 

рационально. В первом случае предельным множеством является весь тор, а во втором 

случае – периодическая орбита [Guckenheimer, Holmes, 2002; Kuznetsov, 2004; Mira et al., 

1996; Iooss, Joseph, 1989]. 

Как известно, в классическом случае, если не выполняются специфические условия, 

которые называются условиями сильных резонансов, замкнутая инвариантная кривая воз-

никает через бифуркацию Неймарка-Сакера [Guckenheimer, Holmes, 2002; Kuznetsov, 

2004; Mira et al., 1996; Iooss, Joseph, 1989].  

Рассматриваемый класс систем управления описывается дифференциальными урав-

нениями с разрывной правой частью, которые сводятся к негладким непрерывным или 

разрывным отображениям [Filippov, 1988; Zhusubaliyev, Mosekilde, 2003; Di Bernardo et al., 

2008].  

В работах [Zhusubaliyev et al., 2002; Zhusubaliyev et al., 2006] показано, что в неглад-

ких динамических системах, наряду с классическим, существует другой механизм возник-

новения замкнутой кривой из неподвижной точки, который связан с особыми бифуркаци-

ями, получившими название бифуркаций граничного столкновения («border collision») 

[Feigin, 1970; Nusse, Yorke 1992; Di Bernardo et al., 1999, Avrutin et al., 2019; Sushko et al., 

2016; Zhusubaliyev et al., 2021; Zhusubaliyev et al., 2015; Zhusubaliyev et al., 2022; Banerjee 

et al., 2000; Zhusubaliyev, Mosekilde et al., 2003; Di Bernardo et al., 2008; Zhusubaliyev et al., 

2001]. 

В случае, когда число вращения рациональное число, то говорят, что имеет место ре-

зонанс. Области резонансной динамики в пространстве параметров образуют так называ-

емые языки Арнольда. В негладких системах структура языков Арнольда [см., например, 

Zhusubaliyev et al., 2002; Zhusubaliyev et al., 2006] отлична от резонансных областей глад-

ких систем. 

В данной работе исследуется переход от двухчастотных квазипериодических коле-

баний к резонансной динамике в импульсной системе управления энергообеспечением 

нагревательной установки для выращивания монокристаллов сапфира [Жусубалиев и др., 

2017.]. Показано, что в области квазипериодической динамики сначала возникает пара пе-

риодических орбит через седло-узловую бифуркацию. Устойчивая периодическая орбита 

сосуществует с устойчивой замкнутой кривой с иррациональным числом вращения. 

Устойчивые многообразия седлового цикла определяют границы бассейнов притяжения 

сосуществующих аттракторов. Затем, при вариации параметров квазипериодический ре-

жим становится периодическим, через гомоклиническую бифуркацию.  
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Постановка задачи 

Постановка задачи. 

 

 
Рис. 1. Система управления энергообеспечением нагревательной установки.  

Здесь Vref – задающий сигнал; σ – сигнал ошибки; ШИМ – широтно-импульсный модулятор;  

ξ, KF - входной и выходной сигналы ШИМ; T – температура печи в точке измерения;  

W(s) – передаточная функция объекта управления 

Fig. 1. Control system for the energy supply of a heating plant. Here Vref is the reference signal;  

σ is the error signal; PWM is pulse width modulator; ξ, KF are the input and output signals of PWM;  

T is the temperature of the furnace at the measuring point; W(s) is the transfer function of the plant 

 

Структурная схема системы управления энергообеспечением нагревательной уста-

новки для выращивания кристаллов сапфира изображена на рисунке 1, где передаточная 

функция объекта управления имеет вид: 
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Здесь T1, T2 — постоянные времени нагревателя и внутреннего печного простран-

ства, соответственно, K – коэффициент передачи объекта. 

Состояние такой системы описывается дифференциальным уравнением с разрыв-

ной правой частью 
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где x1 = T; x2 = dT/dt; T – температура печи в точке измерения; ξ, KF – входной и выходной 

сигналы широтно-импульсного модулятора (ШИМ); Vref – управляющий сигнал; E0 –

 напряжение питания; a0 – период модуляции;     – функция, выделяющая целую часть 

аргумента; β – коэффициент передачи датчика обратной связи, α – коэффициент усиления, 

V0 – опорный сигнал модулятора. 

Уравнение (1) можно записать в безразмерной форме 
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Параметры модели такие же, как и в [Жусубалиев и др., 2017]. 
Уравнения (2) сводятся к негладкому непрерывному отображению: 
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Здесь Fℒ (x, y), Fℳ (x, y) и Fℛ (x, y) являются монотонными функциями. Области 
определения Fℒ (x, y), Fℳ (x, y) или Fℳ (x, y) и Fℛ (x, y) разделяются границей, которая 
называется «border» или многообразием переключения. 

Бифуркационный анализ 

На рисунке 2 изображена однопараметрическая бифуркационная диаграмма, рассчи-

танная численно при Г = 7.8 и 45.9 < α < 49.8564, где Г = E0/E* – нормированное входное 

напряжение (E* = 1В). Бифуркационная диаграмма иллюстрирует возникновение пяти-

полосного квазипериодического режима через бифуркацию Неймарка-Сакера. 

 

 

Рис. 2. Бифуркационная диаграмма для Г = 7.8 и 45.9 < α < 49.8564 

Fig. 2. Bifurcation diagram for Г = 7.8 and 45.9 < α < 49.8564 

 

На рисунке 3(а) представлен фазовый портрет отображения (3), из которого видно, 

что пятиполосному квазипериодического режиму соответствует пятипериодная замкнутая 

кривая. 

На рисунке 3(б) изображен увеличенный фрагмент фазового портрета, на котором 

представлена одна из пяти периодических замкнутых кривых. На этом рисунке показано, 

что границей бассейна притяжения устойчивой замкнутой кривой являются устойчивые 

многообразия седлового 5-цикла. Заметим, что квазипериодический аттрактор не является 

единственным: с ним сосуществуют и другие устойчивые периодические движения, 

например, периодов 9 и 11.  
 

  
а)      б) 

Рис. 3. (а) Фазовые портреты пяти-полосного квазипериодического аттрактора 

(б) Увеличенный фрагмент фазового портрета (рис. 3(а)) 

Fig. 3. (a) Phase portrait for a five-band quasiperiodic attractor (b) Magnification of (fig. 3 (a)) 
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На рис. 4 показана бифуркационная диаграмма для области, где существует устой-

чивый резонансный 125-цикл (Г = 7.8, 49.8448467 < α < 49.8449281). В точке α1 возникают 

устойчивый и седловой периодические орбиты периода 125 через седло-узловую бифур-

кацию (рис. 4). 

 

 

Рис. 4. Бифуркационная диаграмма для 49.8448467 < α < 49.8449281 

Fig. 4. Bifurcation diagram for 49.8448467 < α < 49.8449281 

На рисунке 5(а) представлен фазовый портрет отображения (3) при α = 49.8448728, 

из которого видно, что устойчивый цикл периода 125 сосуществует с устойчивой замкну-

той кривой. Устойчивое многообразие Ws
± седлового 125-цикла определяет границы бас-

сейнов притяжения сосуществующих аттракторов. 

Фазовые портреты на рисунке 5(б-г), рассчитанные при α = 49.844875299, 

α = 49.8448753, α = 49.8448753084, показывают механизмы перехода от замкнутой инва-

риантной кривой с квазипериодической динамикой к резонансному 125-циклу через го-

моклиническую бифуркацию. 

На рисунке 5(б) (α = 49.844875299) приведен фазовый портрет, отвечающий первому 

гомоклиническому касанию неустойчивого Wu
± и устойчивого Ws

± многообразий. На ри-

сунке 5(в) (α = 49.8448753) показана гомоклиническая структура, отвечающая трансвер-

сальному пересечению неустойчивого Wu
± и устойчивого Ws

± многообразий седловой пе-

риодической орбиты. На рисунке 5(г) изображен фазовый портрет при α = 49.8448753084, 

иллюстрирующий вторую гомоклиническую бифуркацию, а на рисунке 5(д) 

(α = 49.844877) представлена устойчивая резонансная кривая после гомоклинических би-

фуркаций. На рисунке 5(г) показано, что неустойчивыми многообразиями Wu
± седлового 

цикла периода 125 образована замкнутая инвариантная кривая. 
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а)      б) 

  
в)       г) 

 
г) 

Рис. 5. (а) Фазовый портрет после седло-узловой бифуркации;  

(б) Первое гомоклиническое касание; (в) Гомоклиническая структура;  

(г) Второе гомоклиническое касание; (д) Резонансная замкнутая инвариантная кривая 

Fig. 5. (a) Phase portrait after the saddle-node bifurcation; (b) First homoclinic tangency;  

(c) Homoclinic structure; (d) Second homoclinic tangency; (e) Resonant closed invariant curve 
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Заключение 

В представленной работе изучен переход от двухчастотных квазипериодических ко-

лебаний к резонансной динамике импульсной системы управления энергообеспечением 

нагревательной установки для выращивания кристаллов сапфира. Показано, что в области 

существования устойчивой замкнутой кривой, отвечающей двухчастотным колебаниям, 

сначала, через седло-узловую бифуркацию, возникает пара периодических орбит – устой-

чивая и седловая. Устойчивая периодическая орбита сосуществует с устойчивой замкну-

той кривой с иррациональным числом вращения. Границей бассейнов притяжения сосу-

ществующих аттракторов является устойчивые многообразия седлового цикла. Затем, при 

вариации параметров, устойчивый квазипериодический режим переходит в устойчивый 

резонансный цикл через гомоклиническую бифуркацию. 
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