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Аннотация. В данной статье рассматривается формализация взаимосвязи дисциплин и компетенций в 

рамках предложенной концепции интеллектуальной образовательной экосистемы. Авторы используют 

бинарные отношения, использующие существующие федеральные образовательные стандарты, 

профессиональные стандарты, требования работодателей, карты компетенций и нормативные документы, 

для построения направленного ациклического графа навыков. Вводятся понятия требуемых и развиваемых 

компетенций дисциплин. Далее с использованием данного графа навыков определяется и математически 

формализуется другое бинарное отношение, которое необходимо для построения направленного 

ациклического графа дисциплин. Предложено использование топологической сортировки для определения 

порядков обхода графа дисциплин. Рассмотренная взаимосвязь между компетенциями и дисциплинами 

позволяет сократить пространство поиска и построить множество возможных образовательных траекторий 

на данном направленном ациклическом графе. 
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Введение 

Концепция интеллектуальной образовательной экосистемы, представленная в ряде работ 
[Оболенский, Шевченко, 2019; Оболенский, Шевченко, 2020], использовала множество компетен-

ций некоторой специальности 𝑠𝑝 для формализации графа дисциплин 𝐷𝐴𝐶𝐺(𝑠𝑝). Для этого ис-

пользовалось некоторое бинарное отношение ≼𝑐. Рассмотрим подробнее формализацию взаимо-
связи дисциплин и компетенций с помощью определения данного бинарного отношения с целью 
формирования индивидуальных образовательных траекторий [Гримута, Шевченко, 2019; Оболен-
ский, Шевченко, 2020; Серебровский и др., 2013]. 

Компетенции не могут быть освоены в случайном порядке [Кравец, Заславская, 2012]. 
Содержание образовательной программы и список осваиваемых компетенций для выбранно-
го направления подготовки в Российской Федерации регулируется Федеральными Государ-
ственными Образовательными Стандартами (ФГОС) [ФГОС, 2016; ФЗ РФ, 2012], а также 
нормативной документацией, например, методиками и картами компетенций [ФГОС, 2016; 
Козлова и др., 2017; Мащенко и др., 2017]. 

Для таких компетенций также могут быть указаны требования к уровню знаний обу-
чающегося, что может быть также представлено в виде требования наличия у обучающегося 
некоторых других компетенций [ФГОС, 2016]. 

Таким образом, нетрудно заметить, что в данном случае существует некоторое отно-
шение порядка, связывающее компетенции друг с другом. Формализуем данный подход для 

некоторого направления подготовки 𝑠𝑝. 

Формализация связи дисциплин и компетенций 

Определим также для множества 𝑆𝑆𝑃(𝑠𝑝) [Оболенский, Шевченко, 2020] для выбран-

ного направления 𝑠𝑝 бинарное отношение [Лаврентьев, Шабат, 1972] строгого порядка ≺𝑠, 

связывающее две компетенции. 

Если для произвольных компетенций 𝑠𝑖 и 𝑠𝑗 выполняется данное бинарное отношение 

𝑠𝑖  ≺𝑠  𝑠𝑗, то это означает, что для освоения компетенции 𝑠𝑖 необходимо освоить предвари-

тельно компетенцию 𝑠𝑗. 

Если для произвольных компетенций 𝑠𝑖 и 𝑠𝑗 не выполняются соотношения 𝑠𝑖  ≺𝑠  𝑠𝑗  

или 𝑠𝑗  ≺𝑠  𝑠𝑖, то это означает, что компетенции 𝑠𝑖 и 𝑠𝑗 несравнимы, т. е. нельзя сказать, в ка-

ком порядке их следует осваивать. 

Таким образом, для выбранной специальности 𝑠𝑝, задав функцию 𝑆𝑆𝑃(𝑠𝑝) и бинарное от-

ношение ≺𝑠, можно сформировать направленный ациклический граф [Кормен и др. 2005; Харари, 

2003; Любченко, 2011; Туласираман, Свами, 1992] освоения данных компетенций 𝐷𝐴𝑆𝐺(𝑠𝑝) (1): 

 𝐷𝐴𝑆𝐺(𝑠𝑝) =< 𝑆𝑆𝑃(𝑠𝑝), 𝐸𝑆𝑃𝑠(𝑠𝑝) >, (1) 

где множество 𝐸𝑆𝑃𝑠(𝑠𝑝)  задано следующим образом (2): 

 𝐸𝑆𝑃𝑠(𝑠𝑝) = {(𝑠𝑖, 𝑠𝑗)|𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑆𝑃(𝑠𝑝), 𝑠𝑗 ∈ 𝑆𝑆𝑃(𝑠𝑝), 𝑠𝑖 ≺𝑠  𝑠𝑗}. (2) 

В качестве вершин данного графа для выбранного направления подготовки  𝑠𝑝 мы 

используем множество 𝐶𝑆𝑃(𝑠𝑝). В качестве рёбер графа используется множество 𝐸𝑆𝑃(𝑠𝑝), 

т. е. такие пары (𝑐𝑖, 𝑐𝑗), состоящие из элементов множества 𝐶𝑆𝑃(𝑠𝑝), для которых выполня-

ется заданное бинарное отношение ≺𝑠. 

Пример данного графа 𝐷𝐴𝑆𝐺(𝑠𝑝) представлен на рис. 1. 
Согласно Федеральным государственным стандартам, а также рабочим программам 

дисциплин, каждый курс или дисциплина могут иметь требования к входным результатам 
обучения, необходимые для освоения данного курса или дисциплины [ФГОС, 2016]. Прере-
квизитами модуля (дисциплины) называются дисциплины, развивающие знания и компетен-
ции, на которых базируется данный модуль (курс, дисциплина). Постреквизитами модуля 
или дисциплины называются дисциплины, которые базируются на данном модуле (курсе, 

дисциплине) [ФГОС, 2016]. Благодаря данным определениям можно определить отношение ≺𝑐, 
и связать множества дисциплин и компетенций. 
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Определим отношение ≺𝑐 с помощью графа 𝐷𝐴𝐶𝐺(𝑠𝑝). Ранее было определено, что 

каждая компетенция 𝑠 может требовать наличие каких-то других компетенций из соответ-

ствующего множества 𝑆. Эти компетенции являются требуемым уровнем знаний для жела-

ющего освоить данную компетенцию. Обозначим данное множество требуемых компетен-

ций для выбранного навыка 𝑠 как пререквизиты компетенции 𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑠) (3): 

 𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑠): 𝑆 → 𝑆′, Ɐ𝑢 ∈ 𝑆′: 𝑢𝑅𝑠
−𝑠 (3) 

где бинарное отношение 𝑅𝑠
− ⊆ 𝑅≺𝑠

 и является транзитивным замыканием множества 𝑅≺𝑠
, 

представляющего собой отношение ≺𝑠. 

 

 
Рис. 1. Пример графа 𝐷𝐴𝑆𝐺(𝑠𝑝) 

Fig. 1. Example of the DASG (sp) graph 

 

Пример множества зависимостей представлен на рис. 2. Красным цветом обозначены 

зависимости компетенций 𝑠3, 𝑠4 и 𝑠5 а зеленым – зависимость навыка 𝑠7. В частности, навык 

𝑠2 не является прямой зависимостью навыка 𝑠7, хотя соотношение 𝑠2 ≺𝑠 𝑠7  выполняется в 

силу свойства транзитивности отношения ≺𝑠. 

 

 
Рис. 2. Пример множества зависимостей компетенции 

Fig. 2. An example of a set of competence dependencies 

 

Каждый курс или дисциплина может иметь определённые входные требования к ком-

петенциям и навыкам обучающегося пользователя. Ранее мы определили множество 𝑆𝐶(𝑐) – 

это множество компетенций, которые могут быть развиты при освоении соответствующей 

дисциплины 𝑐. Таким образом, выразим данные требования – множество зависимостей дис-

циплины – требования к полученным знаниям через объединение множеств зависимостей 

каждой из компетенций, развиваемых данной дисциплиной (4): 

 

 𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑐) = ⋃ 𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑠𝑖)
||𝑆𝐶(𝑐)||
𝑖=1  , 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝐶(𝑐).         (4) 

 

Таким образом, множество зависимостей дисциплины — это те компетенции, которые 

необходимо освоить до начала освоения самой дисциплины, при этом из данного множества 

исключены транзитивные зависимости, возникающие из отношения строго порядка ≺𝑠. 
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Также дисциплина (курс) 𝑐𝑖 может иметь пустое множество зависимостей 𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑐𝑖) =  ∅, 

это означает, что никакие компетенции и навыки для освоения данной дисциплины не тре-

буются, её может изучать любой желающий. 

Если благодаря дисциплине 𝑐𝑖 мы получаем навыки, являющиеся требуемыми для 

курса 𝑐𝑗, то, очевидно, необходимо изучить 𝑐𝑖 раньше, чем 𝑐𝑗. Таким образом, если некото-

рый курс 𝑐𝑖 удовлетворяет, частично либо полностью, зависимости курса 𝑐𝑗, то можно сде-

лать вывод, что 𝑐𝑖 ≺𝑐 𝑐𝑗  (5): 

 𝑐𝑖 ≺𝑐 𝑐𝑗, если 𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑐𝑗) ⋂ 𝑆𝐶(𝑐𝑖) ≠ ∅ и 𝑆𝐶(𝑐𝑗)⋂𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑐𝑖) = ∅.    (5) 

Во всех остальных случаях, если не выполняются условия 𝑐𝑖 ≺𝑐 𝑐𝑗 или 𝑐𝑗 ≺𝑐 𝑐𝑖, то 

дисциплины 𝑐𝑖  и 𝑐𝑗 являются несравнимыми с помощью отношения≺𝑐. 

Так как отношение ≺𝑠 является бинарным отношением строгого порядка, то не соста-

вит труда доказать, что 𝐷𝐴𝐶𝐺(𝑠𝑝), определенный на основе данного отношения, является 

ориентированным ациклическим графом [Харари, 2003]. 

Рассмотрим пример. Пусть задано некоторое множество курсов 𝐶 = {𝑐1, 𝑐2, 𝑐3} и неко-

торое множество компетенций 𝑆: 

𝑆 = {𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4, 𝑠5, 𝑠6, 𝑠7, 𝑠8, 𝑠9, 𝑠10, 𝑠11}. 

Бинарное отношение ≺𝑠 для элементов множества 𝑆 задано следующим образом: 

𝑠1 ≺𝑠 𝑠3, 𝑠1 ≺𝑠 𝑠4, 𝑠1 ≺𝑠 𝑠5, 𝑠2 ≺𝑠 𝑠6, 𝑠6 ≺𝑠 𝑠7, 𝑠3 ≺𝑠 𝑠8, 
𝑠4 ≺𝑠 𝑠8, 𝑠7 ≺𝑠 𝑠8, 𝑠8 ≺𝑠 𝑠9, 𝑠9 ≺𝑠 𝑠10, 𝑠9 ≺𝑠 𝑠11. 

Соответствующий граф компетенций 𝐷𝐴𝑆𝐺 представлен на рис. 3. 

 

 

Рис. 3. Пример графа компетенций и их взаимосвязи с дисциплинами 

Fig. 3. An example of a graph of competencies and their relationship with disciplines 

 

Функция 𝑆𝐶 для элементов множества 𝐶 задана следующим образом: 

𝑆𝐶(𝑐1) = {𝑠1, 𝑠3, 𝑠4, 𝑠5}

𝑆𝐶(𝑐2) = {𝑠2, 𝑠6, 𝑠7}

𝑆𝐶(𝑐3) = {𝑠8, 𝑠9, 𝑠10, 𝑠11}

 

Необходимо построить граф 𝐷𝐴𝐶𝐺(𝑠𝑝) с помощью элементов множества 𝐶. 

Для решения данной задачи необходимо определить бинарное отношение ≺𝑐. Так как 

бинарное отношение ≺𝑠 задано заранее в графовом виде, то можно рассчитать соответству-

ющие значения функций 𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑐) для каждого 𝑐 ∈ 𝐶: 

𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑐1) =  ∅

𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑐2) =  ∅

𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑐1) =  {𝑠3, 𝑠4, 𝑠7}
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Множество зависимостей 𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑐3) представлено на рис. 4. 
 

 
Рис. 4. Пример элементов множества 𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑐3)  

Fig. 4. Example of elements of the set 𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑐3) 

 

Определим бинарное отношение ≺𝑐 для каждого из элементов множества 𝐶. 

Для пары (𝑐1, 𝑐2) – 𝑐1 несравним с 𝑐2: 

𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑐1) ∩ 𝑆𝐶(𝑐2) = ∅, 𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑐2) ∩ 𝑆𝐶(𝑐1) = ∅, ⇒ 𝑐1 ∊⊀ 𝑐𝑐2 

Для пары (𝑐1, 𝑐3) – 𝑐1 является пререквизитом 𝑐3: 

𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑐3) ∩ 𝑆𝐶(𝑐1) = ∅, 𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑐1) ∩ 𝑆𝐶(𝑐3) = ∅, ⇒ 𝑐1 ≺𝑐 𝑐3 

Для пары (𝑐2, 𝑐3) – 𝑐2 является пререквизитом 𝑐3: 

𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑐3) ∩ 𝑆𝐶(𝑐2) = ∅, 𝑑𝑒𝑝𝑠(𝑐2) ∩ 𝑆𝐶(𝑐3) = ∅, ⇒ 𝑐2 ≺𝑐 𝑐3 

При этом порядок обхода вершин данного направленного ациклического графа [Тула-

сираман, Свами, 1992; Евстигнеев, 1985] может быть получен при помощи топологической 

сортировки [Харари, 2003; Карлов, 2018], причём вариантов обхода графа может быть не-

сколько [Карлов, 2018]. 

Тогда можно построить итоговый граф изучения дисциплин 𝐷𝐴𝐶𝐺(𝑠𝑝) (рис. 5). 

 
Рис. 5. Пример графа 𝐷𝐴𝐶𝐺(𝑠𝑝) 

Fig. 5. Example of the DACG (sp) graph 

 

Для полученного графа допустимы следующие варианты топологической сортировки: 
(𝑐1, 𝑐2, 𝑐3)

(𝑐2, 𝑐1, 𝑐3
 

Таким образом, формализовав порядок освоения компетенций ≺𝑠, можно построить 

направленный ациклический граф навыков 𝐷𝐴𝑆𝐺(𝑠𝑝) для некоторого направления подго-

товки 𝑠𝑝. Данный граф статичен и изменяется только при изменении нормативных доку-

ментов и актов. 

Установив взаимосвязь некоторой дисциплины 𝑐 и развиваемых с её помощью компе-

тенций 𝑆𝐶(𝑐), получена возможность устанавливать порядок прохождения данных дисци-

плин ≺𝑐  и сформировать направленный ациклический граф курсов 𝐷𝐴𝐶𝐺(𝑠𝑝). 
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Заключение 

Определение взаимосвязи данных графов имеет большое значение. Компетенции могут 

быть получены как из нормативных документов, так и из списка актуальных вакансий работода-

телей. В свою очередь, существует большое количество систем дистанционного образования, 

предоставляющее доступ к различным курсам [Оболенский, Шевченко, 2020]. Использование 

бинарного отношения ≼𝑐 позволяет связать компетенции и курсы, а применение графов позво-

ляет значительно сократить пространство поиска в ходе работы системы подготовки рекоменда-

ций в интеллектуальной образовательной экосистеме [Оболенский, Шевченко, 2020]  

В дальнейших работах будут изучаться способы автоматизированного построения 

графа компетенций при помощи парсинга онлайн-ресурсов с вакансиями, алгоритм форми-

рования рекомендаций [Оболенский, 2020; Оболенский, 2021] в интеллектуальной образова-

тельной экосистеме, а также влияние весовых характеристик ребер [Левитин, 2006; Алексе-

ев, Таланов, 2005] графов дисциплин и графов компетенций для формирования индивиду-

альной образовательной траектории.   
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