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Аннотация. Одной из важнейших проблем общественного развития является организация конкуренции 

(борьбы) политических партий. Для анализа и прогнозирования данного процесса наиболее удобен метод 

математического моделирования. Актуальность разработки модели борьбы партий определяется 

важностью рассматриваемого процесса для определения стратегии жизни стран и народов. В данном 

исследовании для описания конкуренции партий используется модифицированная модель Ричардсона 

(гонки вооружений) в виде динамической системы дифференциальных уравнений. С помощью 

операторного метода получено аналитическое решение динамической системы дифференциальных 

уравнений. Для пояснения разработанного метода рассмотрен конкретный числовой пример. 

Проанализированы особенности применения модели конкуренции политических партий. Определены 

перспективы дальнейшего развития нового разработанного метода.  
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modeling. The relevance of the development of a model of the struggle of parties is determined by the importance 

of the process under consideration for determining the strategy of the life of countries and peoples. In this study, a 

modified Richardson model (arms race) in the form of a dynamic system of differential equations is used to describe 

the competition of parties. An analytical solution of a dynamic system of differential equations is obtained using the 

operator method. To explain the developed method, a specific numerical example is considered. The features of the 

application of the model of competition of political parties are analyzed. The prospects for further development of 
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Введение 

Для успешного общественного развития необходимо проводить исследования 

социальных процессов и явлений с целью их анализа и прогнозирования. При этом возникает 

проблема обработки и анализа больших массивов информации. Для выделения, формализации 

результативных признаков и существенных факторов наиболее удобным является метод 

математического моделирования. Актуальность применения этого метода для исследования 

социально-экономических процессов определяется цифровизацией –внедрением цифровых 

технологий в разные сферы жизни общества. При исследовании социальных процессов 

методом моделирования следует учитывать динамичность исследуемых процессов. 

Разнообразие социальных процессов вызывает необходимость применения большого 

количества адекватных им математических моделей, использующих современные 

математические методы.  

Примеры использования оптимального управления в социальных моделях приведены 

в обзоре [Comissiong, Sooknanan, 2018]. В работе [Андрианова и др., 2020] для описания 

процессов в сложных системах с присутствием человеческого фактора используются 

нестационарные временные ряды. Многие социальные процессы связаны с конфликтными 

ситуациями и противоборством государств, народов, религиозных общин, партий, 

группировок и т. д. Противоборство может протекать в форме вооруженных конфликтов, 

экономической конкуренции, информационного противоборства, политической борьбы. Для 

описания моделей динамического противоборства в настоящее время наиболее часто 

применяют модели в виде систем дифференциальных уравнений [Rinaldi, Rossa, 2018, 

Tsybulin, Khosaeva, 2019]. Так, в статьях [Михайлов и др., 2017, Петров, Прончева, 2019, 

Петров, 2017, Marevtseva, 2017] для исследования вопросов информационного 

противоборства в социуме применяются системы нелинейных дифференциальных уравнений. 

Для исследования противоборства партий, групп успешно применяются динамические 

модели, описывающие развитие некоторого процесса во времени: Лотки – Вольтерры 

(хищник-жертва) [Dominioni et al., 2018], Ричардсона (гонка вооружений) [Канищева, 2017], 

Мисры (эпидемиологический подход) [Misra, Kumar, 2012, Nyabadza et al., 2016, Winkel, 

201720], диффузии Ланжевена [Petukhov et al., 2018]. Для решения конфликтных ситуаций в 

социальной сфере применяются также модели теории игр [Остапенко и др., 2012, Kubiv et al., 

2020]. Существует большое количество разнообразных моделей партий [Гильманов, 2017]. 

Для жизни современного общества большое значение имеет конкурентная борьба 

политических партий. Несмотря на то, что в настоящее время разработано большое 

количество математических моделей социальных процессов, проблема моделирования 

конкурентной борьбы политических партий является недостаточно изученной. Актуальность 

данной темы с развитием общества только возрастает. Необходимо разработать наглядную 

модель партийной конкуренции, позволяющую получить аналитическое решение задачи, 

чтобы не привлекать сложные и громоздкие численные методы, требующие больших затрат 

вычислительных ресурсов. Результаты, полученные с помощью численных методов, в ряде 

случаев трудно поддаются анализу.  

Одной из наиболее распространенных моделей для описания вооруженных конфликтов 

является модель Ричардсона [Руренко, 2017, Фирсова, Глухова, 2015]. В данном исследовании 

для описания процесса конкуренции (борьбы) политических партий применяется 

модифицированная модель Ричардсона. В разработанной модели не используются параметры, 

характеризующие претензии сторон, т. к. они не характерны для борьбы партий.  

В разделе «Материалы и Методы» данного исследования разработана модель борьбы 

партий. В разделе «Результаты и Дискуссия» на конкретном примере показана возможность 

применения разработанного метода и приведены его особенности. 
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Материалы и методы 
 

Целью работы является разработка математической модели борьбы политических 

партий. 

Для реализации поставленной цели необходимо решить следующие задачи: 

1) формализовать динамическую модель конкуренции политических партий в виде 

системы дифференциальных уравнений; 

2) получить аналитическое решение системы; 

3) для проверки разработанного алгоритма рассмотреть числовой пример; 

4) проанализировать особенности применения и дальнейшего развития нового 

разработанного метода описания конкуренции политических партий. 

 

Рассмотрим и формализуем постановку проблемы. 

Пусть имеется две партии, и в момент времени t у первой партии ( )x x t  сторонников, 

у второй – ( )y y t  сторонников. Во время различного рода мероприятий (дебаты, дискуссии, 

праймериз, демонстрации, митинги, шествия, съезды) количество x и y меняется, и этот 

процесс можно описать системой линейных дифференциальных уравнений: 

,

,

x y x

y x y

 

 

  

  

                                                         (1) 

0 0( ) ,x t x  0 0( )y t y , здесь 0t – начальное время.  

Сначала рассмотрим случай, когда 0( ) 0x t   и 0( ) 0.y t   

Здесь x , y  – соответственно скорости изменения числа x и y, , , ,     – 

коэффициенты пропорциональности, причем 0, 0    (коэффициенты агитируемости), 

0, 0    (коэффициенты выбытия). В самом деле, каждая партия изменяет скорость роста 

(или сокращения) агитационной работы, пропорционально уровню числа сторонников другой 

партии, т. е. 

,

.

x y

y x





 


 
                                                                  (2) 

В то же время, чем больше число сторонников данной партии, тем меньше скорость его 

роста, т. е. 

,

.

x x

y y





 

 

                                                                   (3) 

Получим оценку для коэффициентов , , ,     на примере оценки  . При условии 

отсутствия сторонников второй партии из первого уравнения системы (3) находим: 

0( )

0( ) ( )
t t

x t e x t
 

 . Отсюда 0 0

1 1
( ) ( )x t x t

e
  , т.е. 

1


  – это время, которое требуется для 

снижения количества сторонников первой партии в 2,7e   раз. Аналогично 
1


  – время для 

снижения количества сторонников второй партии при отсутствии сторонников первой партии, 

1 1

 

 
 
 

 – время для увеличения числа сторонников первой (второй) партии в 2,7e   раз при 

их отсутствии. 

Решим систему (1) операторным методом. 

Рассматривая функции ( )x t  и ( )y t  как оригиналы, введем их изображения: 

( ) ( )x t X p , ( ) ( )y t Y p . 
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Записываем изображения производных: 

0( ) ( )x t pX p x   , 0( )y pY p y   . 

Операторная система: 

0

0

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

pX p x Y p X p

pY p y X p Y p

 

 

  


  
 

т. е. 

0

0

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) .

p X p Y p x

X p p Y p y

 

 

  

   

 

Решаем эту систему: 

2( )( ) ( ) ;
p

p p p p
p

 
      

 

 
          

 
 

0

0 0

0

( ) ( ) ;
x

X p x p y
y p


 




    


 

0

0 0

0

( ) ( ) .
p x

X p y p x
y


 




    


 

Отсюда получаем 

0 0

2

0 0

2

( )
( ) ;

( )

( )
( ) .

( )

x p y
X p

p p

y p x
Y p

p p

 

   

 

   

 
    


  

    

 

Преобразуем X(p) и Y(p). Получим: 

0 0

2 2

0 0

2 2

( )
( ) ,

( ) ( )

( )
( ) .

( ) ( )

x p y
X p

p p p p

y p x
Y p

p p p p

 

       

 

       


         


  

        

                  (4) 

Выделим в знаменателе полный квадрат: 

2 2 2 21 1 1
( ) 2 ( ) ( ) ( )

2 4 4
A p p p p                            

2 2

2 21 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) .

2 4 2 4
p p          

   
               
   

 

Пусть 

2 21
( )

4
B        .                                                (5) 

Тогда 

2

21
( )

2
A p B 

 
    
 

. 

Для B возможны следующие случаи: 

1) 
21

( ) 0
4
     . Такая ситуация возможна тогда и только тогда, когда    и либо 0  , 

либо 0  , и левая часть равна 0, при этом 
2( )A p   , B=0. Пусть, например, 0  , тогда 

первое слагаемое из (4) для ( )X p  преобразуется так: 

0
0 0

( )
cos ,t tx p

x e Bt x e
A

 
                                                (6) 

второе слагаемое  
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0
02( )

ty
y te

p








,                                                             (7) 

2) 21
( ) 0

4
     . 

Для случая 2) преобразуем числитель первого слагаемого в ( )X p  системы (4): 

0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

2 2 2 2
x p x p x x x x p x                           

0 0

1 1
( ( ) ( ).

2 2
x p x                                                (8) 

Тогда первое слагаемое преобразуется к виду: 

10
( )

2
0

1
( )

2
c

t
x p

x e hBt
A

 
 



 
  

    .                                          (9) 

Прибавив ко второму слагаемому в ( )X p  системы (4) второе слагаемое из (8), деленное 

на A, получим: 
0 0

1
( )

2
y x

C
A

   

 . Обозначим числитель этой формулы через D, т. е. 

0 0

1
( ),

2
D y x                                                        (10) 

1
( )

2
2

21
( )

2

tD B D
C e sh Bt

B B
p B

 

 



   
 

   
 

.                        (11) 

Таким образом, с учетом (6) и (7) в случае 1) для ( )X p  получаем оригинал: 

0 0 0 0( ) ( )t t tx t x e y te e x y t       ; 

для случая 2) на основе (9) и (11) получаем: 
1 1 1

( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0( ) ( )
t t tD D

x t x e ch Bt e sh Bt e x ch Bt sh Bt
B B

       

    , 

здесь B и D определяются, соответственно, по формулам (5) и (10). 

Аналогично для ( )Y p  получаем оригинал: 

для случая 1) 

0 0( ) ( )ty t e y x t   ; 

для случая 2) 
1

( )
12

0( ) ( )
t D

y t e y ch Bt sh Bt
B

 

  . 

Здесь 1 0 0

1
( ),

2
D x y      B определяется по формуле (5). 

Таким образом, получено решение системы дифференциальных уравнений (1) 

операторным методом. 

 

Результаты и обсуждение 
 

Для пояснения разработанного метода рассмотрим условный пример. Пусть 0 1t  , 

0 50000x  , 0 45000y  , 0,05, 0,03, 0,02, 0,01.          

На рис. 1 построены графики изменения численностей x и y со временем. 
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Рис. 1. Графики изменения численностей x и y со временем 

Fig. 1. Graphs of changes in numbers x and y over time 

 
Проанализируем частный случай разработанной математической модели. Если 

0( ) 0x t   и 0( ) 0,y t   то из (1) следует, что 

0

0

0

0

,

,

.

x

y

y

x

 

 

   


 




 

   



                                                        (12) 

В этом случае 
1

( )
2

0

1 1
( ) ( ) ( ) ,

2 2

t

x t e x ch t sh t
 

   
  

    
 

 

1
( )

2
0

1 1
( ) ( ) ( ) .

2 2

t

y t e y ch t sh t
 

   
  

    
 

 

Нетрудно показать, что производные первого порядка этих функций равны нулю, т. е. 

графики представляют собой параллельные прямые линии. 

Наиболее близкими к разработанной модели являются модели, рассмотренные в 

статьях [Канищева, 2017, Руренко, 2017, Фирсова, Глухова, 2015]. В статье [Канищева, 2017] 

для получения решения анализируются условия равновесия системы дифференциальных 

уравнений, сама система не решается. В работе [Руренко, 2017] модель Ричардсона 

приводится к нелинейной управляемой системе дифференциальных уравнений. Для 

нахождения структуры оптимального управления строится гамильтониан и применятся 

принцип максимума Понтрягина. При применении такого математического аппарата модель 

становится очень сложной. Полученные решения, также как и в настоящем исследовании, 

содержат гиперболические функции. Громоздкость математического аппарата и отсутствие 

конкретного числового примера затрудняет анализ результатов данной работы. Решение 

модели Ричардсона, полученное в статье [Фирсова, Глухова, 2015] также основывается на 

устойчивости системы дифференциальных уравнений. В статье [Фирсова, Глухова, 

2015]предложен метод задания коэффициентов системы. 
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Рассмотрение наиболее близких к разработанной в данном исследовании модели 

позволяет сделать вывод, что используемый в статье методологический подход является 

новым, наглядным и эффективным. 

Дальнейшим направлением исследований является разработка модели многопартийной 

конкуренции (число партий больше двух), использование нечетких чисел в качестве 

коэффициентов системы. Представляет интерес рассмотрение коалиционной политики партий 

[Сидоров, 2016].   

 

Заключение 
 

Таким образом, в настоящей работе получены следующие результаты:  

1) для описания конкуренции политических партий использована модифицированная 

модель Ричардсона в виде системы двух дифференциальных уравнений с четырьмя 

коэффициентами; 

2) получено аналитическое решение динамической системы дифференциальных 

уравнений с помощью операторного метода; 

3) для проверки разработанного алгоритма рассмотрен конкретный числовой пример; 

4) проанализированы особенности применения и перспективы дальнейшего развития 

нового разработанного метода описания конкуренции политических партий. 

Следует отметить, что выводы, полученные от математических моделей социально-

экономических процессов, следует проверить эмпирически в реальных условиях.  
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